
Chapitre 8 - Correction des exercices 1

Exercice 1:

1. ∀x ∈ R, p(x) =
x3

4
− x2

2
+
x

4
+

3

4
. Par linéarité, les primitives F ont pour expression :

∀x ∈ R, F (x) =
x4

16
− x3

6
+
x2

8
+

3x

4
+ k où k ∈ R

2. On reconnâıt la forme
u′

u3
avec u : x 7→ x3 + 8. les primitives F ont pour expression :

∀x ∈]− 2; +∞[, F (x) =
−1

2(x3 + 8)2
+ k où k ∈ R

3. ∀x ∈ R, e3x+2 = 1
3 × 3e3x+2. On reconnâıt la forme u′eu avec u : x 7→ 3x + 2. les primitives F ont pour

expression :

∀x ∈ R, F (x) =
1

3
e3x+2 + k où k ∈ R

4. ∀x ∈
]
−1

3 ,+∞
[
, f(x) = 3√

3x+1
= 2× 3

2
√
3x+1

. On reconnâıt la forme
u′

2
√
u

avec u : x 7→ 3x+1. les primitives

F ont pour expression :

∀x ∈
]
−1

3
; +∞

[
, F (x) = 2

√
3x+ 1 + k où k ∈ R

Exercice 2:

1. On reconnait la forme
u′

u
sous l’intégrale avec u = exp dont une primitive sur [0, 1] est t 7→ ln(|u|) donc

∫ 1

0

et

1 + et
dt =

[
ln(1 + et)

]1
0

= ln(1 + e)− ln(2) = ln

(
1 + e

2

)

2. On reconnait la forme u′ × u sous l’intégrale avec u = sin dont une primitive est de la forme
u2

2
donc

∫ π
4

0
sin(t) cos(t)dt =

[
sin2(t)

2

]π
4

0

=

(√
2
2

)2
2

=
1

4

3. On reconnait presque la forme
u′

2
√
u

sous l’intégrale avec u : t 7→ 1 + 2t2

∫ 1

0

t√
1 + 2t2

dt =
1

2

∫ 1

0

4t

2
√

1 + 2t2
dt =

1

2

[√
1 + 2t2

]1
0

=
1

2

(√
3− 1

)
=

√
3− 1

2

4. Puisque ∀t ∈
[
0,
π

4

]
, tan(t) =

sin(t)

cos(t)
, on a presque la forme u′

u sous l’intégrale

∫ π
4

0
tan(t)dt = −

∫ π
4

0

− sin(t)

cos(t)
dt = −

[
ln(| cos(t)|)

]π
4

0

= − ln

(√
2

2

)
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Chapitre 8 - Correction des exercices 2

Exercice 3:

1. On reconnait la forme
u′

u
avec u = ln donc une primitive est de la forme ln(|u(x)|) donc∫ 2e

e

1

x ln(x)
dx =

[
ln(| ln(x)|)

]2e
e

= ln(ln(2e))− ln(ln(e)) = ln(ln(2e)) = ln(1 + ln(2))

2. On reconnait la forme u′ × u avec u(x) = ln(x) dont une primitive est de la forme
u2

2
donc∫ e

1

ln(x)

x
dx =

[
ln2(x)

2

]e
1

=
1

2
− 0 =

1

2

3. ∫ π
2

0
ex cos(x)dx = Re

(∫ π
2

0
e(1+i)xdx

)
= Re

([
1

1 + i
e(1+i)x

]π
2

0

)
= Re

(
1− i

2
(e(1+i)

π
2 − e(1+i)0)

)
= Re

(
1− i

2
(ie

π
2 − 1)

)
=
e
π
2 − 1

2

Exercice 4:

1. Les fonctions u = ln et v : x 7→ x2

2 sont de classe C 1 sur [1; 2] et par la formule de l’intégration par parties,∫ 2

1
x ln(x)dx =

[
x2

2
ln(x)

]2
1

−
∫ 2

1

x

2
dx = 2 ln(2)−

[
x2

4

]2
1

= 2 ln(2)− 3

4

2. Les fonctions u : x 7→ x et v : x 7→ 2
3

√
3x+ 1 sont de classe C 1 sur [0; 1] et par la formule de l’intégration

par parties, ∫ 1

0

x√
3x+ 1

dx =

[
2x

3

√
3x+ 1

]1
0

−
∫ 1

0

2

3

√
3x+ 1dx =

4

3
− 2

3

∫ 1

0

√
3x+ 1dx

Or, x 7→ 2

9
(3x+ 1)

3
2 est une primitive de x 7→

√
3x+ 1 sur [0, 1] donc∫ 1

0

x√
3x+ 1

dx =
4

3
− 2

3

[
2

9
(3x+ 1)

3
2

]1
0

=
4

3
− 4

27
(8− 1) =

8

27

3. Les fonctions u : x 7→ x et v = − cos sont de classe C 1 sur [1; 2] et par la formule de l’intégration par parties,∫ 2

1
x sin(x)dx =

[
− x cos(x)

]2
1

−
∫ 2

1
(− cos(x))dx = −2 cos(2) + cos(1) +

[
sin(x)

]2
1

= −2 cos(2) + cos(1) + sin(2)− sin(1)

4. On fait encore une intégration par parties avec des fonctions de classe C 1.∫ 2

1
x2exdx =

[
x2ex

]2
1

− 2

∫ 2

1
xexdx = 4e2 − e− 2

∫ 2

1
xexdx

On fait une seconde intégration par parties avec des fonctions de classe C 1.∫ 2

1
x2exdx = 4e2 − e− 2

(
[xex]21 −

∫ 2

1
exdx

)
= 4e2 − e− 2

(
2e2 − e− e2 + e

)
= 2e2 − e
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Chapitre 8 - Correction des exercices 3

Exercice 5:

1. On cherche la fonction t 7→
∫ t

0
xArctan(x)dx.

On applique la formule de l’intégration par parties avec des fonctions de classe C 1. Soit t ∈ R.∫ t

0
xArctan(x)dx =

[
x2

2
Arctan(x)

]t
0

−
∫ t

0

x2

2(1 + x2)
dx =

t2

2
Arctan(t)− 1

2

∫ t

0

x2 + 1− 1

1 + x2
dx

=
t2

2
Arctan(t)− 1

2
[x−Arctan(x)]t0 =

(
t2 + 1

2

)
Arctan(t)− t

2

2. On cherche la fonction t 7→
∫ t

0
Arcsin(x)dx.

On applique la formule de l’intégration avec des fonctions de classe C 1. Soit t ∈]− 1; 1[.∫ t

0
Arcsin(x)dx = [xArcsin(x)]t0 −

∫ t

0

x√
1− x2

dx = tArcsin(t) + [
√

1− x2]t0

= tArcsin(t) +
√

1− t2 − 1

3. On cherche la fonction t 7→
∫ t

1

ln(x)√
x

dx.

On applique la formule de l’intégration par parties avec des fonctions de classe C 1. Soit t ∈ R∗+.∫ t

1

ln(x)√
x

dx =
[
2
√
x ln(x)

]t
1
−
∫ t

1

2
√
x

x
dx = 2

√
t ln(t)− 2

∫ t

1

1√
x

dx = 2
√
t ln(t)− 4

√
t+ 4.

Exercice 6: Soit a > 0.∫ a

1
a

Arctan(x)

x
dx =

∫ a

1
a

1

x

(
π

2
−Arctan

(
1

x

))
dx =

π

2

∫ a

1
a

1

x
dx−

∫ a

1
a

1

x
Arctan

(
1

x

)
dx

On sait calculer la première intégrale. Pour la seconde, on effectue le changement de variable C 1 suivant : u =
1

x
.

∫ a

1
a

Arctan(x)

x
dx =

π

2
[ln(x)]a1

a

−
∫ 1

a

a
uArctan(u)

−du

u2
= π ln(a)−

∫ a

1
a

Arctan(u)

u
du

D’où,

∫ a

1
a

Arctan(x)

x
dx =

π ln(a)

2
.

Exercice 7:

1. On doit étudier le polynôme P (x) = x2 + 2x+ 1 = (x+ 1)2. Or, la fonction F (x) =
−1

x+ 1
est une primitive

de la fonction x 7→ 1
(x+1)2

sur l’intervalle [0, 1] donc

∫ 1

0

dx

x2 + 2x+ 1
=

∫ 1

0

1

(x+ 1)2
dx =

[
−1

x+ 1

]1
0

=
−1

2
− −1

1
=

1

2

2. Soit x ∈ [0, 1].

2x+ 1

x2 + 2x+ 1
=

2x+ 2− 1

x2 + 2x+ 1
=

2x+ 2

x2 + 2x+ 1
− 1

x2 + 2x+ 1
.
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Chapitre 8 - Correction des exercices 4

Par la linéarité de l’intégrale,∫ 1

0

2x+ 1

x2 + 2x+ 1
dx =

∫ 1

0

2x+ 2

x2 + 2x+ 1
dx−

∫ 1

0

1

x2 + 2x+ 1
dx

=

[
ln(|x2 + 2x+ 1|)

]1
0

−
[
−1

x+ 1

]1
0

= ln(4)− ln(1) +

(
1

2
− 1

)
= ln(4)− 1

2

3. On utilise la formule de changement de variables avec le changement de variable C 1 suivant : u = x3.∫ 1

0

3x2

1 + x6
dx =

∫ 1

0

1

1 + (u)2
du =

[
Arctan(u)

]1
0

=
π

4

4. On utilise le changement de variables C 1 : u = tan
(x

2

)
qui donne du =

1 + tan2
(
x
2

)
2

dx =
1 + u2

2
dx.

De plus, cos(x) = cos(2 Arctan(u)) = 2 cos2(Arctan(u))− 1 = 2
2

tan′(Arctan(u))
− 1 =

2

1 + u2
− 1 =

1− u2

1 + u2
.

∫ π
2

0

1

5 + 3 cos(x)
dx =

∫ 1

0

1

5 + 31−u2
1+u2

2du

1 + u2
= 2

∫ 1

0

1

5(1 + u2) + 3(1− u2)
du =

1

4

∫ 1

0

1

1 + u2/4
du

Or, u 7→ 1

2
Arctan

(u
2

)
est une primitive de u 7→ 1

4(1 + u2/4)
sur [0; 1] donc

∫ π
2

0

1

5 + 3 cos(x)
dx =

1

4

∫ 1

0

1

4 + u2
du =

1

2

[
Arctan

(u
2

)]1
0

=
1

2
Arctan

(
1

2

)
Exercice 8:

1. On cherche la fonction t 7→
∫ t

1

2

ex − e−x
dx.

On utilise la formule de changement de variables avec le changement de variable C 1 suivant : u = ex.∫ t

1

2

ex − e−x
dx =

∫ et

e

2du

u(u− 1
u)

=

∫ et

e

2du

u2 − 1
=

∫ et

e

(
1

u− 1
− 1

u+ 1

)
du = [ln(|u− 1|)− ln(|u+ 1|)]ete

Donc, t 7→ ln(et − 1)− ln(et + 1) est une primitive de t 7→ 1

sh(t)
sur R∗+.

2. On cherche la fonction t 7→
∫ t

1

1
√
x+
√
x3

dx.

On applique la formule de changement de variables avec le changement de variable C 1 suivant : u =
√
x.∫ t

1

1
√
x+
√
x3

dx =

∫ √t
1

2udu

u+ u3
= 2

∫ √t
1

du

1 + u2

Donc, t 7→ 2 Arctan(
√
t) est une primitive de t 7→ 1

√
t+
√
t3

sur R∗+.

3. On cherche la fonction t 7→
∫ t

π
2

1

sin(x)
dx.

On applique la formule de changement de variables avec le changement de variable C 1 suivant u = tan
(x

2

)
.

On utilise également le fait que sin(2 Arctan(u)) = 2 sin(Arctan(u)) cos(Arctan(u)) = 2u
1+u2

.∫ t

π
2

1

sin(x)
dx =

∫ tan(t/2)

1

1

sin(2 Arctan(u))
.

2du

1 + u2
=

∫ tan(t/2)

1

1 + u2

2u
.

2du

1 + u2
=

∫ tan(t/2)

1

du

u

Donc, t 7→ ln

(
tan

(
t

2

))
est une primitive de t 7→ 1

sin(t)
sur ]0, π[.
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Chapitre 8 - Correction des exercices 5

Exercice 9:

1. W0 =
π

2
et W1 = [sin(t)]

π
2
0 = 1.

Pour tout n ∈ N, Wn =

∫ π
2

0
sinn

(π
2
− t
)

dt = −
∫ 0

π
2

sinn(u)du =

∫ π
2

0
sinn(u)du.

2. Soit n ∈ N. Pour calculer Wn+2 on va utiliser une intégration par parties avec{
u : t 7→ sin(t)
v : t 7→ (cos(t))n+1 d’où

{
u′ : t 7→ cos(t)
v′ : t 7→ −(n+ 1) sin(t)(cos(t))n

Wn+2 =

[
sin(t)(cos(t))n+1

]π
2

0

+ (n+ 1)

∫ π
2

0
(sin(t))2(cos(t))ndt

= (n+ 1)

∫ π
2

0
(1− cos(t)2)(cos(t))ndt

= (n+ 1)

∫ π
2

0
(cos(t))ndt− (n+ 1)

∫ π
2

0
(cos(t))n+2dt

Wn+2 = (n+ 1)Wn − (n+ 1)Wn+2

Wn+2 =
n+ 1

n+ 2
Wn

3. Soit p ∈ N∗.

W2p =
2p− 1

2p
W2p−2 =

(2p− 1)(2p− 3)

2p(2p− 2)
W2p−4 = .... =

(2p− 1)(2p− 3)...1

2p(2p− 2)...2
W0

Au numérateur, on reconnâıt le produit de tous les nombres impairs entre 1 et 2p− 1.
Au dénominateur, on reconnâıt le produit de tous les nombres pairs entre 2 et 2p.
On multiplie le numérateur et le dénominateur par le produit de tous les nombres pairs entre 2 et 2p.

W2p =
2p(2p− 1)(2p− 2)(2p− 3)...1

(2p(2p− 2)...2)2
W0 =

(2p)!

(2p(2p− 2)...2)2
π

2

Or, (2p(2p− 2)...2) = 2p × p(p− 1)...1 = 2p × p!. Finalement,

W2p =
(2p)!

(2pp!)2
π

2
=

(2p)!

22p(p!)2
π

2

On va faire le même travail avec les indices impairs.

W2p+1 =
2p

2p+ 1
W2p−1 =

2p(2p− 2)

(2p+ 1)(2p− 1)
W2p−3 = .... =

2p(2p− 2)...2

(2p+ 1)(2p− 3)...1
W0

On multiplie le numérateur et le dénominateur par le produit de tous les nombres pairs entre 1 et 2p+ 1 et
on obtient

W2p+1 =
22p(p!)2

(2p+ 1)!

4. Soit n ∈ N:

∀t ∈
]
0,
π

2

[
, 0 < cos(t) < 1

∀t ∈
]
0,
π

2

[
, 0 < (cos(t))n+1 < (cos(t))n on a multiplié par cos(t)n > 0
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Chapitre 8 - Correction des exercices 6

En intégrant sur
[
0,
π

2

]
, on obtient

0 < Wn+1 < Wn

La suite (Wn) est donc décroissante.

∀n ∈ N, Wn+2 6Wn+1 6Wn

∀n ∈ N, 1 6
Wn+1

Wn+2
6

Wn

Wn+2

Or,
Wn

Wn+2
=
n+ 2

n+ 1
donc par le théorème d’encadrement, lim

n→+∞

Wn+1

Wn+2
= 1.

5.
Soit n ∈ N.

(n+ 2)Wn+1Wn+2 = Wn+1(n+ 2)Wn+2 = Wn+1(n+ 1)Wn = (n+ 1)WnWn+1

La suite ((n+ 1)WnWn+1) est donc constante. Le premier terme vaut W0W1 =
π

2
.

Conclusion : pour tout n ∈ N, (n+ 1)WnWn+1 =
π

2
.

6. Soit n ∈ N∗, Wn+1 6Wn 6Wn−1. D’où nWn+1Wn 6 nW 2
n 6 nWn−1Wn i.e. n

n+1
π
2 6 nW 2

n 6 π
2 .

D’où lim
n→∞

√
nWn =

√
π

2
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