Chapitre 8 - Correction des exercices 1

Exercice 1:

_l’_

T . Par linéarité, les primitives F' ont pour expression :

2

B oo

1. Vz € R, p(z) =

R

4 3 2
3
Vo € R, F(x)z%—%+%+f+koakem

/

A U e e .
2. On reconnait la forme — avec u: z — 23 4+ 8. les primitives F ont pour expression :
u

_ 9. F - - \ R
Va €] — 2;400], F(x) 2 1 8 +kouke

3. Vo € R, 3712 = % x 3e3¥12. On reconnait la forme v'e* avec u : z — 3z + 2. les primitives F ont pour
expression :

1
Vo eR, F(z) = ge?"”” +konkeR

!/

=2 X —3 On reconnait la forme avec u : x — 3x+1. les primitives

1 _ _ 3 u
4. Vxe}—§,+oo[,f(1:)—\/3$+l— NS NG
F' ont pour expression :

1
Vxe]—g;—l—oo[, Fx)=2V3z+1+koukeR

Exercice 2:

!/

u
1. On reconnait la forme — sous l'intégrale avec u = exp dont une primitive sur [0, 1] est ¢ — In(|u|) donc
u

/01 1 fetdt = [lnﬂ +et)K —In(1+e)—In2) =In (126)

2
2. On reconnait la forme v’ x u sous I'intégrale avec u = sin dont une primitive est de la forme 5 donc

/Ozsin(t) cos(t)dt = [Smm)]l S« 2 -

ul
2y/u
1 ¢ 1Y 4 1 | V3-1
dt=-[| ——  dt== \/1—1—21‘,2} =-(vV3-1) =
/o 2/0 2v/1 + 22 [ 2( )

3. On reconnait presque la forme sous 'intégrale avec u : t — 1 4 22

V1+ 2t 2 0 2
. T sin(t) o L
4. Puisque Vt € [O, Z} , tan(t) = cos(t)’ on a presque la forme % sous l'intégrale
cos

INE]

tan(t)dt = — /OW co.s(t) at = — [ln(| cos(lt)!)KI ——In (‘f)

J
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Chapitre 8 - Correction des exercices 2

Exercice 3:

!/

1. On reconnait la forme — avec u = In donc une primitive est de la forme In(Ju(x)|) donc
u

2e 1 2e
/ dz = [ln(| ln(x)\)] = In(In(2e)) — In(In(e)) = In(In(2e)) = In(1 + In(2))

xIn(z) o

2
2. On reconnait la forme u' x u avec u(x) = In(z) dont une primitive est de la forme 5 donc

Afmfhxzvfyqj:;_ozi

S—
[ME]

1+ e<1+i)0)>

us ) 1 4 ™
e” cos(z)dxr = Re (/2 e(lﬂ)xdx) = Re ([.e(lﬂ)x] 2) (

0 141 0
wﬁ—lv

1
1

9%( ;i(

1

2

Exercice 4:

1. Les fonctions u =Inet v: z — %2 sont de classe ¢! sur [1;2] et par la formule de I'intégration par parties,

1 1

2. Les fonctions u : x +— x et v : 2 = 2/3z + 1 sont de classe ¢ sur [0;1] et par la formule de I'intégration
par parties,

1 2 L 19 4 2 1
/ de: [x\/3x+1] —/ \/3x+1dx:—/ v3zr + 1dzx
0o V3r—+1 3 0 0 3 3 3/

3
2

est une primitive de z — /3z + 1 sur [0, 1] donc

Lo 4 22 L | 8
L dr=- - |E@Br4 1) = (8- 1) = —
]ﬁ Szl 3 3[9( v+1) ]0 3 78 V=g

3. Les fonctions u : x — x et v = — cos sont de classe €' sur [1;2] et par la formule de I'intégration par parties,

2
Or, z — §(3x +1)

|

2 2

/12 zsin(z)dr = [— mCOS(a:)] - /12(_ cos(z))dz = —2cos(2) + cos(1) + [Sin(x)]
= —2c0s(2) + cos(1) + sin(2) — sin(1)

1

4. On fait encore une intégration par parties avec des fonctions de classe €.

2 2 2 2
/ 22e®dr = [ﬂc?em] — 2/ re®dr = 4e® — e — 2/ zetdx
1 1 1 1

On fait une seconde intégration par parties avec des fonctions de classe €.

2 2
/ xQemdx:4e2—e—2([:nezﬁ—/ el’dx> :4e2—e—2(2e2—e—e2+e):2e2—e
1 1
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Chapitre 8 - Correction des exercices 3

Exercice 5:

t
1. On cherche la fonction t — / x Arctan(z)dzx.
0

On applique la formule de I'intégration par parties avec des fonctions de classe €'. Soit t € R.

. 9 t t 2 2 t .2
t 1 1-1
/0 x Arctan(z)dz = |:$2 Arctan(:p)} . _/0 ﬁdx =5 Arctan(t) — 2/0 %d:ﬁ

2 2
= %Arctan(t) - % [z — Arctan(z)]} = <t ;_ 1) Arctan(t) — %

t
2. On cherche la fonction t — / Arcsin(z)dz.
0
On applique la formule de I'intégration avec des fonctions de classe €. Soit ¢t €] — 1;1][.
t t
/ Arcsin(z)dz = [z Arcsin(z)]} — / x sda = t Arcsin(t) + [V1 — 2]},
0

vV1ii—-z
= tArcsin(t) +v1—-t>2—1

In(x)
\/5

. 5e ’ . . . 1 .
On applique la formule de I'intégration par parties avec des fonctions de classe 4. Soit t € R .

dx.

¢
3. On cherche la fonction ¢ — /
1

tln(x) = Lo th— n(t) — tix— n(t) —
/1 ﬁdx_[z\/iln(x)]l /1 - = 2v/t1n(t) 2/1 \/Ed = 2VtIn(t) — 4Vt + 4.

Exercice 6: Soit a > 0.

@A a1 1 @1 a1 1
/ rctan(x)d:U:/ — (W—Arctan ())dx:ﬂ/ dl‘—/ — Arctan <> dx
1 T 1 x\2 T 2 )1 x 1 T

1
On sait calculer la premiere intégrale. Pour la seconde, on effectue le changement de variable ¢ suivant : u = —.
x
1
@ Arct a —d @ Arct
/ Arctan(z) doe = E[ln(alc)ﬁ —/ uArctan(u)—zu = 7ln(a) —/ Arctan(u) du
1 T 2 a a u 1 U

D’oil,/ Arctzn(x)dw 7711;((1)'

Exercice 7:

1. On doit étudier le polynéme P(x) = 22 + 2z + 1 = (x + 1)2. Or, la fonction F(z) =

de la fonction = — ﬁ sur l'intervalle [0, 1] donc

/1 dz /1 1 -1 1" -1 -1 1
_——— —dxr = = — = -
0x2+2x—l—1 0(.’1:‘"].)2 $+10 2 1 2

est une primitive
r+1 P

2. Soit z € [0, 1].

2¢+ 1 _2x+2—1_ 2z + 2 1
22+20+1 2242+ 1 22422+1 22+2z+1°
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Chapitre 8 - Correction des exercices 4

Par la linéarité de l’intégrale,

/1 2z + 1 q /1 2x + 2 q /1 1 q
— - dr = — (- dxr — — (- adx
0 2 +2r+1 0 2 +2r+1 0 2 +2r+1

[1n(|1:2 tomt 1|)}1 _ [ -1 ]1 — In(4) — In(1) + <1 _ 1> — In(4) f%

0 :L‘—I—lo 2

3. On utilise la formule de changement de variables avec le changement de variable ¢ suivant : u = 3.

1 9.2 1 1
/ i(idx :/ —du= {Aretan(u)] —_
0 1+z o 1+ (u) o 4

1+ tan? (2 14 u?
4. On utilise le changement de variables ¢! : u = tan (g) qui donne du = 211 (2) dr = —|—2u dzx.
2 2 1—u?
De plus, cos(z) = cos(2 Arctan(u)) = 2 cos?(Arctan(u)) — 1 = Qtan’(Arctan(u)) -1= Toa2 L= ?ZQ
3 1 | 2du ! 1 IR
—————dz = =2 du = — ———du
/o 5+ 3 cos(z) /0 5+3iz§1+u2 /o 5(1 4 u?) + 3(1 — u?) 4/0 1+u?/4

1
Or, u— 3 Arctan (E

5 sur [0; 1] donc

1
) est une primitive de u — m

3 1 11 1 uy1l 1 1
- dz= Arct ( )} = ~ Arctan -
/0 5+ 3cos(@) 4/0 el 2[ i) ], T g g

Exercice 8:

1. On cherche la fonction ¢ — / 7dx.
el? —e —X

On utilise la formule de changement de variables avec le changement de variable €' suivant : u = e®.

t 9 e 9duy e 9duy e/ 1 .
/1 et —e 7 x /e U(’U,—%) /e u2_1 /e <'LL—1 u+1> U [n<‘u ‘) n(’u—l_ D]e

1
Donc, t +— In(e! — 1) — In(e’ + 1) est une primitive de ¢ — (D) sur R% .

¢
1
2. On cherche la fonction ¢ — / ——dz
1z + Va3

On applique la formule de changement de variables avec le changement de variable ¢! suivant : v = \/x.

/ /\f 2udu /ﬁ du
\F+f e ) Tea

Donc, ¢ + 2 Arctan(v/t) est une primitive de ¢ — ———— sur R*..

\/iJr\/F3

t

3. On cherche la fonction ¢ — dzx.

= sin(z)

x
On applique la formule de changement de variables avec le changement de variable €' suivant u = tan (5)

2u
14u? "

t 1 d tan(t/2) 1 2du tan(t/2) 1+u2 2du tan(t/2) du
/;f m ! /1 sin(2 Arctan(u)) 1 + u? /1 SRR ) /1 —

t
Donc, t+— In | tan | = est une primitive de ¢t — ——
2 sin(t)

On utilise également le fait que sin(2 Arctan(u)) = 2sin(Arctan(u)) cos(Arctan(u)) =

sur |0, 7]
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Chapitre 8 - Correction des exercices 5

Exercice 9:

Lo Wo =3 ot Wi = sin(t))g = 1.

3 T 0 3
Pour tout n € N, W,, = / sin" (5 - t) dt = —/ sin" (u)du = / sin” (u)du.
0 z 0

2. Soit n € N. Pour calculer W, ;2 on va utiliser une intégration par parties avec
w: t > sin(t) Joit u' : t > cos(t)
vt (cos(t)) Tt v it = —(n+ 1)sin(t)(cos(t))™

™

b+ 1) / 7 (sin())2(cos(t))"dt

0 0

Woss = |sin(0)(cos(o)™!]
— (nt1) /0 * (1 — cos(t)?) (cos())"dt

— (n+1) /0 * (cos(6))dt — (n+1) /0 * (cos(t))"+2dt
Wn+2 = (n + 1)Wn — (n + 1)Wn+2

n—+1
Wn+2 - 7”L+2 n
3. Soit p € N*,
2p—1 (2p—1)(2p — 3) (2p—1)(2p—3)...1
Wap, = Wop—o = Wop_4 = Wo
P O 2p(2p — 2) P 2p(2p — 2)...2

Au numérateur, on reconnait le produit de tous les nombres impairs entre 1 et 2p — 1.
Au dénominateur, on reconnait le produit de tous les nombres pairs entre 2 et 2p.
On multiplie le numérateur et le dénominateur par le produit de tous les nombres pairs entre 2 et 2p.

Wap = 2p(2p — 1)(2p—2)(2p—3)---1W0 _ (2p)!

(2p(2p — 2)...2)2 (2p(2p —2)..2)2 2

Or, (2p(2p —2)...2) =27 x p(p — 1)...1 = 2P x pl. Finalement,

2p)t = (@)«
(20ph)2 2 22(p!)? 2

Wap =

On va faire le méme travail avec les indices impairs.

2p 2p(2p — 2) 2p(2p — 2)..2
W: = ——Wsy, 1 = Wop—3 = .... = Wi
2T op 1 P T 2pr ) (2p—1) PP (2p+1)(2p—3)..1""°
On multiplie le numérateur et le dénominateur par le produit de tous les nombres pairs entre 1 et 2p + 1 et
on obtient
2% (p!)?
Wop1 = ——22
T (2p 4+ 1)
4. Soit n € N:
v
Vte}(),g[ , 0<cos(t) <1
Vt e }0, g[ . 0 < (cos(t))™™ < (cos(t))™ on a multiplié par cos(t)” > 0
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Chapitre 8 - Correction des exercices 6

En intégrant sur [0, g}, on obtient

0< Whpp1 < W,
La suite (W,,) est donc décroissante.

Vn € N, Wn+2 < Wn+1 < Wn

W, W,
VneN, 1€ ¢ n
Wn+2 Wn+2
W, 2 W,
Or, no_nt donc par le théoreme d’encadrement, lim ntl .
Wn+2 n + 1 n——+0oo Wn+2

Soit n € N.
("I’L + Q)Wn+1Wn+2 = Wn+1(n + 2)Wn+2 = Wn+1(n + 1)Wn = (Tl + 1)Wan+1

T
La suite ((n 4+ 1)W,,W,,4+1) est donc constante. Le premier terme vaut WoW; = 5

T
Conclusion : pour tout n € N, (n + 1) W, W11 = 5
6. Soit n € N*, W,11 < W, < W,,_1. Dot nW,, . 1 W,, < nW2 < nW,, 1 W, i.e. L5 < nW2 < 5

D’ou lim /nW,, = \/?
n—00 2
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